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形状初期不整の影響を考慮した 
自由曲面ラチスシェル構造の構造形態創生に関する研究 
 
COMPUTATIONAL MORPHOGENESIS OF LATTICED SHELLS WITH FREE CURVED SURFACE 
IN CONSIDERATION OF GEOMETRICAL INITIAL IMPERFECTION 
 
高橋伸輔 
Shinsuke TAKAHASHI  
主査 佐々木睦朗   副査 吉田長行・浜田英明  
 
法政大学大学院デザイン工学研究科建築学専攻修士課程 
 
In this research, I propose computational morphogenesis which introduced reduced stiffness method 
for purpose of increasing the buckling load and decreasing its imperfection sensitivity of latticed shells 
with free curved surface. I perform computational morphogenesis using this technique and grasp the 
characteristic and tendency of a structure form which are acquired. 
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１． はじめに 
大空間構造では，建築の形態と構造が表裏一体の関係
であるために，力学的合理性を追求した建築デザインが
必要不可欠である。しかし，幾何学関数によらない複雑
で不定形な自由曲面構造物の力学挙動は直感的に評価す
ることは極めて困難である．空間構造の設計初期段階に
おいて，複雑で不定形な形状を求める建築家に対して力
学的に合理的な形態を示唆するツールが必要となる． 
自由曲面シェル構造などの空間構造物は，外力に対し
て主に圧縮力により抵抗するため，構造最適化をする場
合，座屈に対する安全性を確保する必要がある．その為，
座屈荷重の最大化に関する研究が行われてきた．一方で，
座屈最適化によって得られる形態は不整敏感性が増す傾
向が指摘されており，自由曲面シェル構造の座屈耐力を
実質的な意味で最適化するには，座屈耐力が高く同時に
初期不整に対して鈍感な解を求める必要がある．しかし，
ドームやラチスシェル構造は，一般に荷重レベルの狭い
範囲に多くの座屈モードを有するため，最適化の各形態
において，初期不整による座屈荷重の低下を予測しなが
ら解析を行うことは難しい． 
そこで，本研究では単層ラチスシェル構造の初期不整
による弾性座屈の低下を線形理論で簡便に予測できる実
用的な方法として Reduced Stiffness 法（RS 法）を導入し
た構造形態創生手法を提案する．RS 法は座屈前非線形性
が主に面内剛性損失に起因するとした方法である．この
手法によって得られた解について力学性状を調査するこ
とで，不整の影響を考慮した座屈最適化法としての本手
法の有効性を示す．また，同時に RS 法の自由曲面ラチ
スシェル構造への適用性についても調査する． 
 
２． 最適化の方法 
（１）RS 座屈荷重係数 
全体に曲面状をなす単層ラチス構造は，薄肉シェル構
造と類似な力学特性を多く有するのでシェル的構造と呼
ばれ，初期不整によって座屈荷重は大きく低下すると予
想される．RS 法は線形座屈固有方程式から，弾性座屈荷
重の近似的下限を推定する方法である．本研究ではエネ
ルギー商による RS 法を採用する． 
 
( ) 0L k k  K K   (1) 
 
ここで， LK は要素剛性マトリクス， K は幾何剛性
マトリクス， k は k 次線形座屈荷重係数， k は k 次線
形座屈モードを表す． 
得られた k ， k を式(1)に代入し，各項の左から k の
転置
k
T を掛け 2 で除すと，k 次に関する式(2)のエネル
ギー方程式が得られる． 
 
1 1
0
2 2
T T
k L k k k k     K K      (2) 
 
第 1 項は k 次の線形座屈固有モードに対する増分線形
歪エネルギー，第 2 項は線形化された増分非線形面内歪
エネルギーを意味する．シェル的構造が，形状や荷重等
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の不整によって損失するのは増分線形歪（軸）エネルギ
ー成分である． 
LK の成分のうち面内剛性成分をゼロに置き換えたも
のを，減少剛性マトリクス RSLK とし，式(2)について k
を
k
RS と置き換えると次式(3)を得る． 
 
1 1
0
2 2
T RS RS T
k L k k k k     K K      (3) 
 
式(2)，式(3)を
k
RS について解くと，次式(4)を得る． 
 
T RS
RS k L k
k k T
k L k
 
 
 

K
K
      (4) 
 
RS
k は本研究で対象とする RS 座屈荷重係数で「k 次の
モード不整が与えられた時の弾性座屈耐力」を意味する．
また /
k k
T RS T
L k L   K K は不整による座屈荷重係数の低減
係数を表し，ノックダウンファクタと呼ばれる． 
（２）最適化問題の定式化 
本研究では最適化手法として Simulated Annealing(SA)
を用いる．本研究で扱う，RS 座屈荷重最大化問題は，制
約条件付き単一目的最適化問題に帰着し，目的関数
( )f x ，制約条件 ( )ic x とすると以下のように書ける． 
 
minimize ( )
subject to ( ) ( 1,2, , )
( ) ( 1, , )
i
i
f
c i l
c i l m


 
x
x
x
      (5) 
 
ここで， 1 2( , , )x xx は設計変数， l は等式制約条件
数，m は制約条件数である。特に，等式制約条件が存在
しない場合は 0l  ，不等式制約条件がない場合は l m
となる． 
更に，SA では直接的に制約条件を扱えないため，制約
条件を直接取り扱う代わりに，目的関数に制約条件の満
足度を表す関数(ペナルティ関数)を加算することで問題
(5)を問題(6)のような無制約問題に変換する． 
 
1 1
minimize ( ) ( ) ( )
( ) | ( ) | max{0, ( )}
l m
i i
i i l
F f P
P c c
 
 
  
  
 
  
 
 
x x x
x x x
   (6) 
 
ここで， ( )P x はペナルティ関数， はペナルティパ
ラメータである。この問題(6)を解くことにより，もとの
目的関数 ( )f x の最適解を得ることができる． 
RS
k のうちで 1~n次の最小値(本研究では n=20 とする)
を最小 RS 座屈荷重係数 (min)
RS
k とし，目的関数とした構
造形態創生は以下のように書くことができる． 
(min)
1 1
minimize ( ) ( )
( ) | ( ) | max{0, ( )}
RS
k
l m
i i
i i l
F + P
P c c
 



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 
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  
 
 
x x
x x x
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３． 数値解析例－RS 座屈荷重係数最大化 
本章では，自由曲面ラチスシェル構造の構造形態創生
を行う．第 2 章で述べた RS 座屈荷重係数最大化を目的
とした数値解析を行い，得られた形態について力学性状
を調査する．解析では以下のモデル(図 1)を使用する．本
研究のモデルは四隅の 3 点をピン支持されたラチスシェ
ルであり，外力は支配面積を考慮した荷重を各節点に
1.5 iS ( iS は支配面積)を作用させる． 
 
2
0
m
20m
 
 
(b) 鳥瞰図 
 
(a) 平面図 (c)  NURBS 制御点 
図 1 解析モデル 
 
（１）解析概要と最適化結果 
前述した解析モデルに対し，NURBS 制御点を設計変
数とした解析を行う．また，ラチスシェルのライズが 5m
以下，各部材が許容応力度を超えないことを制約とする． 
 
表 1 解析条件 
使用部材 101.6 5   
ヤング率 E 2.05
8 2
10 /kN m  
ポアソン比 0.3 
目的関数 :f 最小 RS 座屈荷重係数 
設計変数 制御点 z 座標 zq -2.0  z 7.00 m  
 
 解析により得られた初期形状と最適形状の各応力度分
布を図 2,図 3 にそれぞれ示す．(a)は軸応力度力分布を示
し，青側が圧縮を，赤側が引張を表す．(b)は面内曲げ応
力度分布，(c)は面外曲げ応力度力分布を示し，青側から
赤側に行くほど値が大きいことを表す．軸応力度図を見
ると，初期形状では境界部を除き比較的均一な圧縮が生
じ，スラストを抑える形で支持点付近に強い引張が集中
しているのに対し，最適形状では圧縮，引張ともにばら
つきが見られる．面外曲げ応力度図を見ると，初期形状
は境界部を除き面外曲げが小さいのに対し，最適形状で
は境界部の内側に比較的大きな面外曲げが生じている．
最適形状の軸応力度図と面外曲げ応力度図を比べると，
比較的大きな面外曲げが生じている部材において引張が
発生しているのが特徴的である． 
Hosei University Repository
   
   
(a) 軸 (b) 面内曲げ  (c) 面外曲げ 
図 2 初期形状の応力度分布[kN/m2] 
 
   
   
(a) 軸 (b) 面内曲げ  (c) 面外曲げ 
図 3 最適形状の応力度分布[kN/m2] 
 
 初期形状および最適形状の線形座屈固有モード図を図
4(a)，図 4(b)にそれぞれ示す．図の色は赤が上側，青が下
側の変形を示している．初期形状および最適形状におけ
る 1 次から 20 次の RS 座屈荷重係数を表 2(a)，表 2(b)に
それぞれ示す．表中に
k
RS と示した数値は RS 座屈荷重
係数， k と示した数値は線形座屈荷重係数， /k
RS
k  と
示した数値は RS 法のノックダウンファクタを示す．表
を見ると，初期形状では 12 次の RS 座屈荷重係数が 4.15
で全体の最小値，最適形状では 1 次の RS 座屈荷重係数
が 13.94 で全体の最小値となっており，最適形状の最小
RS 座屈荷重係数は初期形状の約 3.0 倍に上昇している．
線形 1 次座屈荷重係数を見ると，初期形状では 5.04 であ
るのに対し，最適形状は 15.00 であり，最適形状の線形 1
次座屈荷重係数は初期形状の約 3.4 倍に上昇している．
RS 法のノックダウンファクタに着目すると，初期形状で
は 12 次で 0.34 と大きく低下しているのに対し，最適形
状では最も低下の大きい 5 次で 0.88 と，ほとんど低下し
ていないことが分かる。ここで，初期形状の 12 次の座屈
モードに注目すると，境界部の特に支持点に近い節点で
の変形が大きく，圧縮と面外曲げ応力度が大きい部材と
重なることが分かる．また，最適形状の 5 次の座屈モー
ドに注目すると，対角方向のアーチを形成する節点での
変形が大きく，初期形状同様，圧縮と面外曲げ応力度が
大きい部材と重なることが分かる．最適形状は初期形状
と比べ線形座屈荷重係数が上昇し，RS 座屈荷重係数の低
下が少ないことから，座屈耐力が高く，同時に不整に対
して鈍い解であると考えられる．  
 
 
 
 
1st 2nd 3rd 4th 
 
5th 6th 7th 8th 
 
9th 10th 11th 12th 
 
13th 14th 15th 16th 
 
17th 18th 19th 20th 
図 4(a) 初期形状の線形座屈固有モード 
 
表 2(a) 初期形状の RS 座屈荷重係数 
mode 
k
RS  k  /
k
RS
k   
1st 4.38 5.04 0.87 
2nd 4.38 5.04 0.87 
3rd 4.88 5.19 0.94 
4th 5.44 5.86 0.93 
5th 4.34 6.47 0.67 
6th 4.33 6.47 0.67 
7th 4.25 7.10 0.60 
8th 7.35 7.94 0.93 
9th 7.66 8.17 0.94 
10th 7.66 8.17 0.94 
11th 7.66 8.31 0.92 
12th 4.15 12.27 0.34 
13th 11.13 12.39 0.90 
14th 11.43 12.55 0.91 
15th 11.41 12.55 0.91 
16th 11.71 12.69 0.92 
17th 13.91 15.53 0.90 
18th 14.69 15.88 0.93 
19th 14.68 15.89 0.92 
20th 16.52 16.73 0.99 
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1st 2nd 3rd 4th 
 
5th 6th 7th 8th 
 
9th 10th 11th 12th 
 
13th 14th 15th 16th 
 
17th 18th 19th 20th 
図 4(b) 最適形状の線形座屈固有モード 
 
表 2(b) 最適形状の RS 座屈荷重係数 
mode k
RS  
k  /k
RS
k   
1st 13.94 15.00 0.93 
2nd 14.03 15.02 0.93 
3rd 14.02 15.06 0.93 
4th 15.12 15.51 0.97 
5th 18.19 20.72 0.88 
6th 19.40 21.17 0.92 
7th 19.41 21.18 0.92 
8th 19.21 21.69 0.89 
9th 20.15 22.70 0.89 
10th 20.14 22.71 0.89 
11th 20.35 22.81 0.89 
12th 20.20 22.91 0.88 
13th 21.05 23.49 0.90 
14th 21.81 23.71 0.92 
15th 21.80 23.71 0.92 
16th 23.49 24.14 0.97 
17th 26.93 26.98 1.00 
18th 26.93 27.00 1.00 
19th 26.95 27.00 1.00 
20th 26.98 27.03 1.00 
 
 
 
 
（２）幾何学的非線形解析 
初期形状および最適形状に対して実際の弾性座屈挙動
を確認するため，それぞれ改めて幾何学的非線形解析を
行い，その座屈性状について調査する． 
初期形状および最適形状に対し節点位置に形状初期不
整を与えて幾何学的非線形解析を行い，不整による座屈
荷重の低下と RS 座屈荷重係数との関係について調査す
る．節点に与える初期不整の分布は，図 4(b)，図 4(b)に
示した線形座屈固有モードとしており，初期不整の最大
振幅値は部材の断面二次半径 i の 1 倍，2 倍，3 倍となる
ように調整しそれぞれ解析する。 
解析により得られた釣合曲線を初期形状は図 5(a)，最
適形状は図 5(b) に示す。尚，釣合曲線は不整振幅が最大
となる節点における荷重-変位曲線を表し，完全形状およ
び，最大不整振幅 の不整を与えた不整形状の
釣合曲線を不整モード毎にまとめて描いている． 
釣合曲線(図 5(a)，図 5(b))を見ると，完全形状の弾性座
屈荷重係数は，初期形状の 5.04に対して，最適形状は 7.20
と座屈耐力が上昇している． 
初期形状の釣合曲線(図 5(a))および最適形状の釣合曲
線(図 5(b))に関して，不整を与えた時の完全形状からの
弾性座屈荷重の低下が大きいモードに注目する．  
初期形状において 5次から 7次および 12次のモード不
整(図 4(a))を見ると，不整振幅が大きい節点位置は圧縮と
面外曲げ応力度が大きい部材と重なることが確認でき，
弾性座屈荷重は完全形状の 5.04 に対して不整形状では
3.58 まで低下しており，低下係数は 70%と大きい． 
最適形状において 2 次，3 次，8 次のモード不整(図 4(b)) 
を見ると，初期形状同様，不整振幅が大きい節点位置は
圧縮と面外曲げ応力度が大きい部材と重なることが確認
できるが，弾性座屈荷重は完全形状の 7.20 に対して不整
形状では 6.60 であり，低下係数は 92%と小さい． 
この原因は，最適形状がある程度の曲げ応力を生じな
がら荷重に抵抗するのに対して，初期形状は主に軸力で
抵抗する形状であり，不整による面内剛性成分の損失が
大きく，座屈耐力が低下しやすい形状であるためだと考
えられる．また，初期形状の弾性座屈荷重の下限が 12
次モード不整時の 3.58 に対して，最適形状の下限は 3 次
モード不整時の 6.60 であり，不整時の座屈荷重下限が上
昇している． 
 RS 法によるノックダウンファクタと形状初期不整に
よる弾性座屈荷重の低下係数について比較することで，
RS 法の自由曲面ラチスシェルへの適用性について調査
する． 
 RS 法のノックダウンファクタと不整による弾性座屈
荷重の低下係数(不整振幅 のうちで最小の弾
性座屈荷重と完全形状の弾性座屈荷重の比)の比較を初
期形状は図 6(a)，最適形状は図 6(b)に示す．図中の橙色
の棒グラフが RS 法のノックダウンファクタ，青色の棒
グラフが弾性座屈荷重の低下係数を示す． 
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図 5(a)  
 
  
  
  
  
 
初期形状の釣合曲線 
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図 5(b)  
 
  
  
  
  
 
最適形状の釣合曲線 
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図 6(a) 初期形状の RS 法のノックダウンファクタと 
不整による弾性座屈荷重の低下係数の比較 
 
初期形状の RS 法のノックダウンファクタと不整によ
る弾性座屈荷重の低下係数の比較(図 6(a))を見ると,RS法
のノックダウンファクタが小さい 5 次，6 次，7 次および
12 次のモード不整を与えたときの弾性座屈荷重の低下
が著しく，不整に敏感な傾向が確認できる．最適形状(図
6(b))においては全ての座屈モードにおいて，RS 法のノッ
クダウンファクタが高い値を示しているため，モードに
よる差異が小さい．しかし，初期形状と同様に RS 法の
ノックダウンファクタが小さい座屈モードほど，そのモ
ード不整を与えたときの弾性座屈荷重が低下しやすい傾
向が確認できる．また，初期形状(図 6(a))と最適形状(図
6(b))を比較すると，最適形状は全体的に RS 法のノック
ダウンファクタが上昇するとともに，弾性座屈荷重の低
下係数も上昇していることが確認できる． 
 
４． 結論 
座屈耐力が高く同時に初期不整に対して鈍感な解を求
めることを目的として，RS 座屈荷重係数を目的関数とし
た形状決定問題を扱った．自由曲面ラチスシェル構造に
対して最適化を行い，得られた最適形状について幾何学
的非線形解析により実際の弾性座屈挙動について調査し
た．その結果，最適形状は初期形状と比べて完全形状で
の弾性座屈が上昇するとともに，モード不整による座屈
荷重の低下が小さくなった．また,不整による弾性座屈荷
重下限値が上昇していることを確認した．さらに，RS
法のノックダウンファクタと不整による弾性座屈荷重の
低下係数には高い相関が見られ，形状初期不整による座
屈耐力の低下が主に面内剛性の損失に因るものと仮定す
る RS 法の妥当性について確認した． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 6(b) 最適形状の RS 法のノックダウンファクタと 
不整による弾性座屈荷重の低下係数の比較 
 
以上より，RS 法を利用した構造形態創生手法が，座屈
耐力が高く同時に初期不整に対して鈍感な形状を得るた
めの方法として有効であることを示した． 
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